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In den letzten zehn Jahren wurde von mehreren Grundlageﬁfor—
schern der Physik versucht,im Rahmen einer Interpretation der
Quantenmechanik Modalitdten wie '"mdglich","notwendig" etc. zu
beriicksichtigen. Wir wollen uns im folgenden mit drei Ansidtzen
dieser Art beschiftigen,deren Schwerpunkt auf der Untersuchung
bzw. Konstruktion einer formalen Sprache der Quantenmechanik
und damit verbunden auf der Untersuchung der Quantenlogik

liegt.

(1) Bei P.Mittelstaedt (K&6ln) wird in der Tradition von Carnap-
O.Becker - Lorenzen bewuBt auf eine Erweiterung der dia-
logisch begriindeten Objektsprache,in der unmittelbar iiber
ein physikalisches System gesprochen wird,verzichtet,da
der Begriff "notwendig®" bereits in der Metasprache vorhanden
ist.

(2) B.C.van Fraassen (Toronto) dagegen erweitert in der Tradi-
tion von Lewis-Kripke die Objektsprache um einen Funktor [],
der die Notwendigkeit eines Satzes ausdriicken soll.

(3) M.L.Dalla Chiara (Florenz) benutzt neben der nichtmodalen
Objektsprache,in der die Quantenlogik formuliert ist,eine

zweite modale Sprache,in die die Objektsprache eingebettet

wird.

Auch wenn im folgenden Ahnlichkeiten in gewissen Details dieser

drei Zuginge sichtbar werden,so sollten doch weder die genann-
ten gravierenden Unterschiede im formalen Aufbau noch die vollig

verschiedenen Motive auler Acht gelassen werden.

(1) Bei Mittelstaedt geht es um die Frage,wie bei einem konstruk-
tiven Aufbau der Sprache der Physik Modalitxiten benutzt wer-
den konnen.

(2) Van Fraassen lehnt gewisse Annahmen der Quantenmechanik,z.B.
das Projektionspostulat,ab und konstruiert eine formale
Sprache mit Modalititen,die es ihm gestattet,den quanten-
mechanischen MeBprozel ohne Benutzung der von ihm abgelehn-
ten Postulate zu beschreiben.

(%3) Dalla Chiara dagegen hat iiberhaupt nicht das Bediirfnis,¥oda-

litdten in die Sprache der Quantenmechanik einzufiihren. Die




Objektsprache wird lediglich aus dem Grund mit einer zweiten,
modalen Sprache in Verbindung gebracht,um gewisse nichtklas-
sische Figenschaften der QObjekt- bzw. Metasprache "verstind-

lich" zu machen.



1. Modallogik auf metasvprachlicher ELbene

Die von Mittelstaedt entwickelte Objektsprache mit dialogischer
Semantik,die insbesondere fiir quantenmechanische Systeme benutzt
werden kann,soll hier nur kurz angedeutet werden; eine ausfihr-
liche Darstellung findet man z.B. in [15].

Neben beweisdefiniten elementaren Aussagen,deren Wahrheit z.3.
durch eine Messung festgestellt werden kann,gibt es zusammenge-
setzte dialogdefinite Aussagen,deren Wahrheit in einem Dialog zu
priifen ist,der durch Rahmen- und Argumentregeln festgelegt ist,

die u.a. die Moglichkeiten filir Angriffe und Verteidigungen der ver-

schiedenen Verkniipfungen festlegen:

Aussage Symbol Angriffs- Verteid.-
méglichk. moglichk.
Konjunktion AA B 12,2°? A,B
Disjuniktion Av3B ? AR
materielle .
ey B
Implikation S A =
Negation A A

Im materiellen Dialog Dm konnen auch die XKommensurabilitdt «(A4,B)

zweier Aussagen und die Wahrheit der elementaren Aussagen gemidnR

! Symbol Angriffs- Verteid.-
i moglichk. noglichk.
element.Aussage§ a a? al

}
gepriift werden. Besitzt der Proponent P,der die Wahrheit einer
Aussage A behauptet,im materiellen Dialog eine Gewinnstrategie,
die unabhingig von der Argumentwahl des Opponenten ist,so ist die

Aussage A "materiell wahr",symbolisch: A. In §2 werden wir die-
g y BY Dpy

sen Wahrheitsbegriff fiir Dialoge iber quantenmechanische Systeme
prizisieren.

Der formale Dialog Df 14503t keine Angrifie auf elementare Aussagen

zu,und Kommensurabilitdtsiragen werden durch gewisse Aussagever-
kniipfungen ersetzt.Besitzt der Proponent in einem formalen Dialog

eine Gewinnstrategie fiir A,so heilt A "formal wahr",und wir

schreibenlﬁ—ﬁ.
f




Die Menge aller formal wahren Aussagen 1HBt sich durch den Kalkiil

Qeff

gischen Semantik konsistent und vollstdndig ist. Bei Hinzufii-

der effektiven Quantenlogik darstellen,der bzgl.der dialo-

gung des Tertium-non-daturs zu Qeff als wahre Aussage erhilt man

den Kalkil O der vollen Quantenlogik,dessen Lindenbaum-Algebra

bekanntlich ein orthokomplementirer quasimodularer Verband (in

der neueren Literatur "ortholattice™ genannt) ist.

Ist in Qeff eine Figur A<B ableitbar,so ist die zugehOrige Im-
plikation A—-»B formal wahr:

[ =—— A<B » N hT*AﬁB

rr £
¥ine Aussage A ist formal wahr genau dann,wenn die Implikation
V—=A mit der "immer wahren" Aussage V formal wahr ist; V darf im
Dialog nicht angegriffen werden und heift "Objekt-Verum™.Es gilt:

IQ— V<A &l |’-D—A

teff f
Wird beim Dislog ein Wissen W - etwa die Prdparation eines quan-
tenmechanischen Systems - als bekannt vorausgesetzt,und hat der
Proponent mit Hilfe des Wissens W eine Gewinnstrategie fiir A,so0

schreiben wir Whﬁ—A und es gilt
f

Whg— A o~ |[g—¥—=A e | W< A

£ £ eff
Statt Wig— A wird auch das Symbol AWA benutzt:
m

Aydh i/~ WA N 5 WA e !—(ﬁng
' I m Qeff

A heiBt in diesem Fall "notwendig relativ zu W™.

Statt des materiellen Dialogs Dm kann der formale Dialog Df be~
nutzt werden,falls man in Df Relationen Aj—>Bj voraussetzt,die
die kontingenten Gesetze F‘§Q) der Quantenmechanik darstellen
sollen (vgl. D6,pp.488]):

Fs—W—>4 N /\(AJ.—>BJ.)|D—W——>A
m J f

Dies entspricht im Kalkiil einer Erweiterung um die entsprechenden

Anfinge A.<B.,durch die wir die Kalkiile Q1) bzw. g(f)

j j? efF erhal-

ten.(Zur Beziehung der einzelnen Kalkiile vgl. [22].)



Kihrend die relative Notwendigkeit im Rahmen der Objektsvrache
durch AWA' e W}—E—mA eingefiihrt werden kann,ist zur Formu-
lierung der (absoluten) Notwendigkeit nicht etwa eine Erweiterung
der Objektsprache um ein weiteres Symbol fiir "notwendig",sondern
- den Gedanken R.Carnaps,0.Beckers und P.Lorenzens folgend (vgl.
[17,pp.8]) - lediglich eine Betrachtung der Metasprache erforder-
lich.

Die elementaren Meta-Aussagen a sind die beweisdefiniten SHtze

"A i f i W "oy - (F T VL
A ist materiell wahr [—D;A (> }—Q—(f) V<A )
eff
"A ist formal wahr" 2 g A (== bg—— V<4)
f ‘e ff
Ein vorgelegter Beweis filir die Wahrheit einer solchen elementa-
(f)

ren Meta-Aussage kann mit Hilfe des Kalkiils Q auf seine Rich-

eff

tigkeit hin gepriuft werden.

Wie in der Objektsprache gibt es dialogdefinite,durch Meta-
Junktoren zusammengesetzte Meta-Aussagen, fir die neben weiteren
Rahmen- und Argumentregeln u.a. folgende Regel flir den Meta-

Dialog gilt:

Meta-Aussage Symbol Angriffs- Verteid.-

moéglichk. moglichk.
Meta-Xonjunktion ARB 12,22 i, B
Meta-Disjunktion AvB ? 3,8
materielle o . .
Meta-Implikation A=B A B
Meta-Negation =4 A

Im materiellen Meta-Dialog sind Angriffe auf die elementaren

Meta-Aussagen zugelassen:

Angriffs- Verteid.-
moglichk, moglichk.
element.Meta-Aussage T l a? 1 a !

Die Verteidigung 3! besteht dann in einer Ableitung der Figur

. - e
V<A im Kalkil Qeff bzw. Qeff'
Statt ’f??ir\h{A schreiben wir auch V<A (In [37] und (éa] wurde
Q
eff

dieses Symbol fiir ’Q V<A benutzt!) und betrachten junktoren-

e

logische Verkniinpfungen




Ij(wsAi,vsBj)
deren elementare Meta-Aussagen die Form WffAi oder V:;B‘j
haben.
Def.: AJ(WéA ,V.£B; ) heiBt "notwendig"
s Aa ist materlell wahr fir jedes W i.S. der meta-
sprachlichen Dialog-Semantik;
d.h. der Proponent P hat im materiellen Meta-Dialog
flir jedes W eine Gewinnstrategie fiir aJ.

In [22] habe ich gezeigt,dall alle notwendigen Meta—Aussagen
AJ(W<A ,V£B,) durch einen effektiven Aussagenkalkiil M_pp er-
fal3t werden konnen der bzgl.der materiellen Dialog-Semantik
konsistent und vollisténdig ist. Dieser Kalkiil,dessen Figuren
die Form AS<RB haben (wobei K,§'Verknﬁpfungen der elementaren
Meta-Aussagen w:§Ai,V£§Bj sind) ,besteht aus drei Teilen:

(1) dem intuitionistischen Kalkiil der formalen Quanten-Metalo-
gik,in dem alle Meta-Aussagen abgeleitet werden k&nnen,die
i.S. eines formalen Meta-Dialogs wahr sind,

(2) dem "objektsprachlichen Teil",in dem der Kalkiil Qé?% der
Objektsprache metasprachlich formuliert wird,

(3) dem "modalen Teil",der die Verbindung zwischen der forma--
len Metalogik (1) und dem objektsprachlichen Teil (2) her-
stellt.Er ermdglicht es,objektsprachliche Wahrheiten in
der Metasprache zu beriicksichtigen,und besteht aus folgen -
den Kalkiilanfidngen:

(X ist die "immer wahre" Meta-Aussage,das "Meta-Verum",

A die "immer falsche" Meta-Aussage,das "Meta-Falsum".)
WEA LN
WS (A>B)&Wx ADWS B
WsAaWsBEW<(AAB)
V€ ACWEA
VL (A->B)E VS A=>V < B
VLA VB £VL(AAB )

Da die notwendigen Meta-Aussagen filir jedes W wahr sind,kann
das Zeichen W-$ durch das Symbol /\ ersetzt werden,und die
wichtigsten Anfinge des "modalen Teils" lauten dann:



ANZEN
A (A—>B) £ AA= AB
AA A AB £ A(AAB )

Diese Figuren weisen starke Ahnlichkeiten mit den modalen
Teilen der bekannten Modallogik-Axiomensystemen auf (vgl.

[17,pp.95] und [8]).




2. BeweisprozefB- und Real-Semantik der Hodalitiiten

Wir betrachten ein quantenmechanisches System S mit dem zugehorigen
Hilbertraum JZKS). Jk'sei eine Menge von weiteren quantenmechani-

schen Systemen ST omit den jeweiligen Hilbertriumen J??sl).

Def.: (vgl.[ZO,p.Qj) MJ(&):z {Siéé’vlﬁ(si) :/((S)]

Hat S die Priparation W,so schreiben wir S$S=S(W) oder W=W(3).

Unter "Prdparation" verstehe ich hierbei im Sinne der Prozefl3-

Semantik (vgl.[é[]) das durch MeR-,Beweis- und Dialog-Prozesse

gewonnene Wissen iiber S.
. ) { i i_ L1 }
Def.: M;/@._ ste ﬂ?/;f(@(s =st(w)
‘ﬂéygy ist also die Menge der Systeme Sl,die durch den gleichen

Hilbertraum wie S dargestellt werden,wdhrend die in j%;%%) enthal-

tenen ST noch zusitzlich die gleiche Privaration W haben sollen.
Sei A eine Aussage Uber das System S(W).

Def.: A ist wahr in S(W) (symbolisch: .b;(W) A)
D pY S(W)}—ﬁ—‘A
m

d.h. A ist wahr in S(W) genau dann,wenn in einem materiellen
Dialog der Proponent eine Gewinnstrategie fiir A hat
unter der Voraussetzung,daR® S in der Priparation W

vorliegt.

Def.: A ist notwendig in S(W) (symbolisch: A s A)

YV 2R Wrﬁ——A
m

d.h. A ist notwendig in S(W) genau dann,wenn in einem mate-
riellen Dialog der Proponent P eine Gewinnstrategie fiir
A hat,wobei P das Wissen W iiber das System S bei der

Argumentation benutzen darf.

Beil der Notwendigkeit wird also - inm Gegensatz zur Wahrheit - im
materiellen Dialog um die Aussage A nicht mehr auf ein bestimmtes
System S Bezug genommen; dies fiihrt zur folgzenden Interpretation

der Notwendigkeit ((20,9.10] "ensemble-theoretic internretation'):

fuRere Semantik der Notwendigkeit

A ‘st notwendig in S(W) 5552? 7§ W) Si(W)fo-A
5°€ FE) m

|
|
|




d.h. die Gewinnstrategie des Provonenten im materiellen Dialog
um die Aussasge A ist unabhingig von dem gewihlten Si éE.AZégg
Diese Interpretation ist natiirlich abhingig vom Umfang der lMenge
)P:die bei Mittelstaedt [éO,p.Q] als M"hinreichend groR,endlich

oder unendlich" vorausgesetzt wird.

Benutzt man die fquivalenzrelation ~ = /%&7ﬁ7 X'/%g?pv/
definiert durch

st g3 e~ wesh = weshy,
so0 1HRt sich die obige Interpretation der Notwendigkeit und analog

dazu eine Interpretation der Mdglichkeit wie folgt schreiben:

I A ist notwendig in s(w) 4~ A (sls a sti—a)
Int. i D
SEd m

A ist moglich in S(W) Ko iyy_(sids ~ stis—a)
° S € m

Neben dieser Interpretation durch ein Ensemble gleichartig pri-
parierter Systeme hat Mittelstaedt‘@1,p,27] eine Leibniz-Kripke-

artige Interpretation der Modalititen durch "mdgliche Welten" vor-

zeschlagen:
Das Wissen W sei eine Maximalbeschreibung des Systems S,d.h. S
vefindet sich in einem reinen Zustand und W sel perfekt. Da aber

W nicht vollkommen ist,gibt es bzgl.W objektiv unentschiedene Aus-
sagen.(In einer klassischen Sprache bzw.fir ein klassisches phy-
sikalisches System ist grundsitzlich immer ein vollkommenes Wissen
mdglich,und eine unentschiedene Aussage ist nur subjektiv unent-
schieden. )

W werde nun durch Parameter ‘A(V)derart erginzt,dall die "mogli-
chen Welten" (W,,A(”)S

stellen,in denen jede Aussage A lber S determiniert ist,d.h. fir

streuungsfreie Zustidnde des Systems S dar-

jedes A und filir jedes VY gilt:
d / .
A(w’ A/V})SA odaer A(W,) V))S = A

Die M"wirkliche Situation'" des Systems S sei gegeben durch (WW,J\W).

Def.: 4%% t= {(Wf ,)/ﬂ)s [ ve I,S>@‘{} (mit gewissen Indexmengen
T und J)
sei die Menge aller "mdglichen Welten™ des Systems S.

Ferner sei




Def.: 440;*‘ {("35,, M>s e M [We = J}

die Menge aller '"mdglichen Welten" von S,die zum gleichen

Zustand W gehOren.
Dies fihrt zur

Inneren Semantik der Notwendigkeit

A ist notwendig in (W™, /\“’)S

[//—? 7\— w /V))

Int? (W ’Am)s P Ms (w", }——A

d.h. A ist notwendig in der "wirklichen Situation" (W", )\“’)s
des Systems S genau dann,wenn in jeder "moglichen Welt"
W A/V) ,die den gleichen Zustand W wie die "wirk-
liche oltuation" beschreibt.der Proponent in einem mate-
riellen Dialog um A eine Gewinnstrategie hat,also A wahr

ist.
Fiihrt man noch die Aquivalenzrelation & auf 4%0 ,definiert durch
(~} 77
W, ATDg &~ (e, AT o wy_ws.

ein,so 1Bt sich die innere Semantik der Notwendigkeit und analog

die der MOglichkeit wie folgt darstellen:

A ist notwendig in (W', A ™)

S

e (5,72/”) e M, (e, APy g W, A

A e, A hg—a)
m

A ist méglich in (W", )\“’)S

Y
oo (Hgr 2

e My (wg , A =@, A"

S S

~ (Wf’ A,Vj) I’_A )

S Dm j

Man erkennt,daR bei dieser Interpretation die Parameter )ﬁu)die

Rolle der Systeme S* bei der HuBeren Semantik iibernommen haben;
wihrend die "mOglichen Welten™ des Systems S mit der Pridparation

W dort durch ein Ensemble {Sl(W)} reprisentiert wurden,geschieht

dies jetzt durch die Parameter A(V) in Verbindung mit W.




Beil der obigen Definition der Modalitdten und ihren Interpretati-
onen durch die Huflere bzw. innere Semantik wurde Bezug genommen
auf den materiellen Dialog Dm,der den Rghmen des 3Zeweises flir eine

Aussage 4 bildet; man spricht daher auch von é&r Zeweisprozefl-

Semantik der ModalitZten.

Nach Stachow[?é] "hypostasieren die Feweisvprozesse die Zlemente
und weitergehend die Strukturen physikalischer Realitdt"; er
schligt daher neben der BeweisprozeB-Semantik eine zu dieser

dguivalente Real-Semantik vor,in der die m8glichen materiellen

Bewelisprozesse in einem Dialog um eine Aussage A anschaulich als

Zweige in einem Spielbaum dastellbar sind,z.3B.

S
l
aab
|

k(a,b) ! k(a,b) !

Ein individueller Dialog um aab an S wird durch eine Folge von
Testergebnissen,z.B. <%!,b!,k(a,b)!>' bestimmt,der eine Folge von

Eigenschaften des physikalischen S3ystems S entspricht.

Definitionen:

(a) Die Menge der Folgen von Figenschaften,die zu erfolgreichen
Dialogzweigen im Svpiel um A gehoren,werde mit P(A) bezeichnet;
= i o = R ? ) .
z.3. ist P(aab) = (‘_y,a,é,b,Fk(a’b)>
(b) Stp ist eine Abkiirzung fiir die Feststellung "Es liegt ein

materieller Prozel p (entsprechend einem Zweig im Spielbaum)

bzgl.des Systems S vor".

P = {p} sel die Menge aller materiellen Prozesse.
(c) Die Aussage A ist wahr bzgl.S

SN SkF-p und pe?P(Aa)

(a) P, seil der materielle Prozed,der die "Vorgeschichte',d.h.die

Priparation des Systems beschreibt; v, stellt also den Zu-

stand des Systems S dar.




PO = {po} sei die ienge aller Zustinde von S.

(e) Die Operation W ist definiert durch
POXP—> PO mit
p) = ({Ea,...,Ef>,(Eg,....,}3k>)
— (Ea,...,Ef,}‘;g,...,Ek>
(f) Sei A eine Aussage lber S; die "Nachfolge"-Relation NA auf PO

ist definiert durch
n I o T 15
a,N,p, ( q, ist Nachfolger von P, )

e FpeP(A)vP(4) JCIES JRV3

Dies fiihrt zur folgenden

Reagl-Semantik der Modalitdten

A ist notwendig ozgl.po P | und

Vrolep: (pOU/p' Nyp, 7~ Dv'e P(A))

A ist moglich bzgl. Dy N pof- P und

gp'€ P :(bou/p'NApo und p'é-P(A))

Die Aussage A iiber das System S ist also notwendig bzgl. des Zu-
stands P, von S genau dann,wenn es materielle Prozesse o] bzgl.po
gibt und Jeder Nachfolger pow;ﬂ von p, zur Menge der Eigenschafts-
folgen (Ea,...,Ei> gehort,denen erfolgreiche Dialogzweige im

Spielbaum entsprechen.




3, Hilbertraum-Darstellung der Modalitdten

Die Aussagen A iliber ein quantenmechanisches System S werden im
zugehOrigen Hilbertraum QY(S) durch Unterrdume MA bzw. durch
Projektionsoperatoren Py (auf MA) wiedergegeben.

Sei also W ein Wissen iiber S,das in /£ (S) durch M, bzw. P, dar-
gestellt werde. Dann ist A notwendig relativ zu W (bzw. in S(W)),

falls M, ein Teilraum von ¥, ist [16,p.492]:
Ayh ¥y My €M,

bzw.

Ayh

¥ X

o Py o= PyPy
£~ Py = PpPyPy

Die letzte Aquivalenz gilt,da A und W wegen Pw::PwPA kommensu-

rabel sind.

Die Moglichkeit ist definiert durch

VZWA FN 2 A w'?A
Da aber der zur Aussage =7 A gehdrige Projektionsoperator 1—PA
ist,gilt:

Vyh #¥¥ =P, =PP

W W 7A

N = Py = Pw(1—PA)
Wir werden spiter (III.2) die Moglichkeit bei Mittelstaedt fiir
reine Zustinde W::¢ mit Hilfe der Orthogonalitidtsrelation niher

betrachten,um sie mit der Moglichkeit bei Dalla Chiara verglei-

chen zu kdnnen.

Weitere Modalitdten und ihre Hilbertraum-Darstellung findet man
bei Mittelstaedt [16].




1.

([

'3,
CP

EP

PP

RP

IP

BP

Yarum und wozu eine modale Interpretation ?

VZwischen 1972 und 19?6ierléuféfte B.C,van Fraassen in drei Arbeiten

1,[21,/3]) seine "modale Interpretation der Quantenmechanik",

die man vielleicht besser als "Versuch einer modalen Formulierung
des quantenmechanischen MeRprozesses" bezeichnen sollte.
Ausgangspunkt der van Fraassenschen Uberlegungen sind Inkonsistenzen,
die sich angeblich ergeben,wenn man folgende Postulate gemeinsam

zur Erklirung des quantenmechanischen MeBvprozesses benutzt (vgl.

pp. 28k oder [10,pp.334]):

(Kompositionspostulat):

Das aus den Systemen X und Y zusammengesetzte System X+Y ist im
Zustand ® 7% genau dann,wenn vor einer Zusammensetzung der Systeme
X im reinen Zustand’f und Y im reinen Zustand ¥ ist.
(Entwicklungspostulat;:

Der Zustand y eines isolierten Systems mit der Hamiltonfunktion H
entwickelt sich zeitlich in der Form y(t): e_th?(to)z:U(t)y(to).
(Projektionspostulat):

Wird an einem System im (normierten) Zustand ¢ eine Messung einer
Observablen A,d.h.eine A-Messung,ausgefiihrt,und ist &= Zfdiai,
wobei fxif ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren
des zu A gehdrigen Operators ist,so geht das System mit der Wahr-
scheinlichkeit di in den Zustand ai iiber.

(Reduktionspostulat):

Ist das zusammengesetzte System X+Y im Zustand %5=Efe.2¥§7?,dann
kann X beschrieben werden durch den DichteOperatorvf1A;§e
und Y durch fazZZeiajD/?ﬁ.

(Nichtwissen-Postulat, " gnorance postulate")

Ein System,beschreiben durch den Dichteoperator ¢ ,befindet sich
tatsdchlich in einem reinen (Eigen-)Zustand (vo; f).

(Bohrsches Postulat): )

a) Das System X sei im Zustandjp:chiai,wobei;%&} ein vollstidndiges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren des zu einer Observablen geho-
rigen Operators ist.Dann ist die Wahrscheinlichkeit,daB eine Mes-
sung an X den Wert ai(Eigenwert zum Eigenverktorcxi) ergibt,gleich
ci (falls A entartet ist:qé%?c?).

b) Ist das System X im Zustand ¢ ,s0 ist der Erwartungswert bei

einer A-Messung an X gleich Sp(c A).

I




Zundchst fiihrt die Benutzung von IP auf folgende Schwierigkeit (vgl.
[1,pp.330]oder [10,p.345]): Da ein Dichteoperator ¢ i.a.durch mehrere
Systeme von Eigenvektoren bzw.durch die zugehorigen Projektionsope-

rateren beschrieben werden kann,also etwa
' 2
i

gilt,wdre nach IP das fragliche System tatsdchlich gleichzeitig in

P = chz_;é"%.] = &c /’Cf%g
zwel verschiedenen reinen Zustdnden! Frau Dalla Chiara wies aber darau:
hin[}O,p.545],daB dieses Paradoxon bei Benutzung von Quantenlogik ver-
schwindet.
Ein anderes Problem ist das "von Neumannsche Paradoxon des Mef3prozesse:s
Einerseits wird der Zustand des zusammengesetzten Systems Objektsystem
X + MeBRgerdt Y bei einer A-Messung nach der 'Aufnahme beschrieben durch

P(t) = e, 4@ (1),
wobei{ﬁi} ein vollstidndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren des zu
A gehOrigen Operators mit zugehorigen Eigenwerten ay ist und y; die
Zustinde des MeBRgerdts sind,die die a; anzeigen.Diese Summe kann nicht
als einfaches Tensorprodukt 7%@3y§ dargestellt werden (vgl.iﬁl,p,11Q?)‘
Andererseits erhilt man u.a. mit Hilfe von PP nach der Messung (also
nach Ausfiihrung des f'Schnitts'! Vgl.;jl,pp.112j) das Resulfat: X ist
in einem Zustand ?k und Y in einem Zustand f%,also ist nach CP das Ge=-
samtsystem X+Y im Zustand fkéafk.Geht man davon aus,daBl beim Schnitt
"micht passiert" - worauf ich in §3. zurlickkommen werde! -,so ist

F(t) = p &% (2),

im Widerspruch zu (1)!
Aus diesen und anderen Grﬁnden.(Z.B.[B,p.29[]:“PP also implies the caus
anomalies explained by Schrodinger™(!?) kommt van Fraassen zu der Auf-
fassung,daB PP und IP abzulehnen sind.Man hat dabei in Kauf zu nehmen,
da’ MeRergebnisse nicht mehr als Aussagen iliber tats®chlich vorliegende
Zustdnde eines Systems gedeutet werden konnen: "Die Observable A hat de
Wert a" heiBt jetzt eben nicht mehr,dal das System in dem zu a gehorig:
Eigenzustand ist! Zitat[%,p.29t]:"But then we can no longer interpret
measurement reports as attributions of states.Indeed,we can then only
say that,at the end of a measurement,apparartus and system alike are
in mixed states; the statement 'the apparatus shows value a' has at
this point no interpretation.™
Folglich miissen MeRergebnisse anders interpretiert werden,was in der
Weise geschehen so0ll,daB diese Ymodale Interpretation™ die bisherige
Funktion von PP und IP ﬁbernimmt.Zitat[B,p.29if:"I now accept the
postultes called composition,evolution,reduction,and Born,with no

restrictions on their scope; reject projection and ignorance; and




develop an interpretation according to which the phenomena are as

if projection and ignorance were true.M

Hierzu wird eine formale Sprache»?ﬂég(als Vorstufe eine Sprache«ﬁcé

konstruiert,die sich schon in ihrer modalen Syntax wesentlich von

den iiblicherweise benutzten Sprachen unterscheidet: Neben einer (hie
unwesentlichen) Benutzung von "syntaktischen Funktionen'" zur Konstri
tion der Formeln tritt als entscheidendes Merkmal eine Unterteilung

der elementaren (quantenloglschen) SHtze in zwei disjunkte Mengen L

f(m E)f und L _;(m E“’ auf,wobei m eine Observable und E eine Borel-

Menge 1st.(m,E) heiBt "Zustandszuordnung"("state attribution"),(m,E.

"Wertzuordnung"("value attribution®).

Die Semantik basiert auf dem Begriff "Aussage eines Satzes",d.i.eine

Menge gewisser Objekte,die der "mdglichen Welten®™ - in der zu konst:

ierenden Sprache der Quantenmechanik sind dies Paare von Dichteopers

toren ~,die einem Satz mittels einer "Aussagenfunktion" zugeordnet
werden.BEin Satz E heiBRt dann 'wahr in der Welto« '!',wenn « in der zum

Satz gehdrigen Aussage [E/ liegt.Bei der Festlegung der Aussagen fiix

die elementaren quantenlogischen Sitze (m,E) und <m,E’» hat man nun

folgendes zu beachten:

a) Rekanntlich liefert die Theorie,d.h.die Quantenmechanik,u.a.Behat
“tungen. der. Eorm:  "Bel einer m-Messung am System X im Zustand ¢ 1]
der MeBwert M mit Sicherheit in der Borel-Menge E.",z.B.wenn das
das System X in einem Eigenzustand von m vorliegt.Im Formallsmus
der Theorle wird dies ausgedriickt durch

Pl (E) 1= 2% sp(r P27, ) = 1 (3),
wobei }%M der Prajéktionsoperator auf den zum Eigenwert <L von m
gehorigen Unterraum ist. (m,BE) soll nun gerade dann wahr sein,wer
(3) gilt.

b) Experimentelle MeBRergebnisse liefern Behauptungen der Form "Bei
einer m-Messung am System X im Zustand ¢ liegt der MeBwert M (fakh
tisch) in der Borel-Menge E.".Nach dem KOpenhagener Postulat (vgl

2,pp.102]oder[3,p.292?) ist dies der Fall,falls es einen reinen
Zustand‘£ in einer Zerlegung des Gemischs f‘gibt,so daB bei einer
m-Messung am System in diesenm Zustandjﬁ der MeBwert mit Sicherhei
in der Borel-Menge E liegt.Demnach hat man bei der Feststellung
der 'Wahrheit' von MeRergebnissen im Formalismus neben f einen we
teren Parameter ﬁ zu beriicksichtigen;.man-betrachtet also Paare
\9,{/.<&,E> sall nun gerade ein MeBergebnls ausdriicken,also wahr
sein in der Welt ﬁfﬁzﬁ’ ,falls P (E) 1 mit /é‘Uf,wobel Ue die Men

der (reinen) Zustidnde ¢ ist,die in einer zerlegung von ¢ vorkommen

%




Legt man diese Wahrheitsbegriffe fiir (m,E) und ¢m,E> zugrunde und
berilicksichtigt man die iibliche Semantik fiir den Notwendigkeitsfunktor
7t mit einer "BErreichbarkeitsrelation®,so kann man zeigen:

| (m,E) = [O&m,E>/,
wodurch es gerechtfertigt erscheint,(m,E) als 'notwendig' zu bezeich-
nen,
Der MeBprozess 1iBt sich nun wie folgt darstellen: Wie bereits erwidhnt
befindet sich das System Objektsystem X + MeBgerdt Y bel einer A-Mes-
sung nach der Aufnahme im Zustand éic o @?f” Also liegt nach RP X als
Gemisch ~f1 ;Zc @ajyund Y als Gemisch Fz_éic J%y7 vor.Nach BP ist
demnach die Wahrschelnllchkeit,daB eine Messung von A den Wert aj er-
gibt,also (l,{éjﬁ> wahr ist,gleich c?; (A,{ék}) dagegen wire nur wahr,
falls das zugehdrige ck=1 widre! Die Bornschen Wahrscheinlichkeiten c?
werden also hier weder als :ahrscheinlichkeiten filir den Ubergang zwi-
schen Zustinden (vgl.PP),noch als Wahrscheinlichkeiten fiir das Wissen
des 'realen' Zustandes (vgl.IP),sondern als Wahrscheinlichkeiten fiir
das Wissen iiber den tatsidchlich vorliegenden wert (Mignorance-of-actus

value probability") interpretiert; sie konnen - wie iiblich - durch

eine Bestimmung von Hiufigkeiten der MeBwerte getestet werden.




2.Aufbau einer modalen Sprache der Quantenmechanik

A) Syntax

(2.1) Def.

¢ Die Svntax einer Swnrache besteht aus

~
~

2) einer Menre V (dem "Vokabular™)

\
(b) einer Merece F von Funktionen ¢¥n':vﬂ'*fr(réfm)@en

"syntaktischen Fktn."),wobei ¥ die Menge der aus Tle=-

menten von V gebildeten Zeichenreihen ist (d.i.dis

Menge der "Formeln™)

(c) einer Definition (der "Grammatik"),die festlegt,welch

Formeln "Furnktoren' und welche "SHtze" heiRen sollen.

(2.2) » isniel: Die Svntax der modaler Sor-ache N A

(2)

sei V::%pus

"eien § :—{5 ,V,...} und 1, .{E7 &, >, < fi} zwei Mencen
(die M"elementaven SHtze" und die "lngischen Zeichen"):

das Vokz=hular,

1
(b) Die syntaktischen Funlktionen seien <n):VQ—>3r
mit (91,...,eT%——>@1,?...en.
(c) Def.,: (i) <§ (e) mit egS, heift "konnektiver) Tunktor®

{i1i) Die Merse der Sat7o seil wie fol~t rekursiv defini
oc) @:cfj)(e) mit %eSe ist Satz (Diese SHtze solle
auch Welementare S3trze? renannt werden.)
£) Seien A,R SHtze:; dann sind auch [JA,ARR,A—Z,

A<R,A-3R  Sitze.

B) Semantik

(2.3) Nef.:

(2.4) Def.:

Ne Semantik einer Srrache wird celiefert durch eine
wodellstrukturt M=<K,R>,wobei K eire Memce (die der "mos-
lichen Welten™) +»d B oine Menre von Relationer ist,die
eine Fun-tion ¢g: F—> R (x)

E—— ¢ (m)=[w]

(Aie "pussagenfunktionm) enthslt,

Sei €7 md B ein Satz.
(i) B heilt "wahr in (der Welt)ee " :«&> o« € [E|
(ii) rlgx ~orot

fAes Satves E.M




(2.5) Peispiele: (2) MNer Rahmen fii~ eine Semantik S¥, “er modalen

Snreche ME,:

Gei K={a,f,}5...f 2ine Menre, R eine Mence von Relationen,

eins Relation R&£ ¥Vx¥ ‘die "2p:eichpgtgqit§f3e1atign"},<4T

die

o Funkt

F2¥x R (KK (die WStoTnaker-Fkt." nnd die An=sacenfict. @ enthnx

deren Werte wie fole*t rekursiv defiriert seien:

1)
(5) [e| sei fiir elementare Sitre e=g (e} bereits festee

(i1) Seien A,™ SHtze und [Al, 2] »~r=its bekanrt:; dann ist

(oAl = {<[ge|al Y@« «RE} =:[O[4l
(AR = |Ala (B

[r==] = (- Al YR

[A<P| —~(o</f(0( |8l Ve [}

(1221 = {ec ffgeinl] < REFE 1 £ &[5 = wpl

(ii4) Fir Formeln T,d3n keins SHtze 91nd, ei é?(v‘—/z{

legt,
+.

(b) Der Rahmen fiir eine Sema=ntil SV Aer modalen Snrache /%Qg

Wia in (8\ aber statt K djet-t ¥ ::K)(L—{(o(,l ,21/,6(?,/.(P>

mit zwei Mengen K,L.{Man beachto daRR evtl. m’ d oder ?ﬁ:A;

cewisse i,j€T.)

Ferner =tatt R jetr~t R*G k‘TxVL

(2.6) Def.: Sei A ein Satz von /Vé“f‘
Die Aussage 'Ai heiBt "notwendig" : <& ([T A/=]4]

(2.7) rolgerung: [A| ist eine notwendige Aussage <>
(;’rf?,/o(R/f:; < Al <> x €Al

(2.8) Bemerkung:
(i) Man unterscheide:

) die Aussage ™notwendig A" (:ﬁ]A/:[NA/)

--J

i

(%

#) die metasprachliche Feststellung "A| ist eine notwen-

dige Aussage™ (d.h. [J[A[=]A})

(ii) Um neben dem Begriff ™notwendige Aussage" auch den Begri

"faktische Aussage" einfllhren zu kdnnen,wir die Semantik

SE1 zur Semantik SE2 erweitert.



C) Quantenlogische Aussagen

(2.9) Def.:

Sei (™) Adi~ Mense der Borel-Menrser- von R, ¢ ein Hilbe
Raum und H(H) (bzw. N(H)) die Mensge der hermit. (bzw.de
Dichte-) Oneratoren auf 7.

Sei o€ NIFH) urd me THY: sei (A} die Menre der EWe v
und {pr} die der Projektionsoneratoren auf die zu A ge
horigen Tigenriume ¢Zq .Dann ist die Fkt,pn‘f definiert
durch P;: B(R)—> O,V

E — P (m)=2, Solx .%A)
m ANeE

(2.10) Pemerkun~: Als Sprache der Quantermechanik soll die modale Sprs

(2.11) Def.:

(2.12) Def.:

i/ ?é dienen, deren Syntax und Semantik noch nicht vollstér

préazisiert wurde.Dies =0ll Jetzt schrittwelise geschehen.

(i) Sei K:=N(%) (der "Zustandsraum") und L:={fc N(¥)|3°=4
(der ™Raum der reinen Zustdnde").
Die Paare <o,A>¢€ K, =KxL heiBen "Modelle"

L
(ii) Die Relation R KxK sei definiert durch: «Rf :&>

F ce(0,07 Tpek YVmeu@) VEeB(R) :
o _ /6’ 47
P (E) = cP! (E)+(1-c)P{ (E)
Sie ist die "Erreichbarkeits-Rel."™ der Sprache Weﬂ‘fo
. ; 2_ 57
(iii) szz,}&”é-’e K/QRF undl,é’ =7

(iv) Die "Erreichbarkeits-Relation" R¥-. K xK

L der Sprache
M &, ist definiert durch:

Ry R*{[ﬁ’,)‘f? : & (xRF und‘;(? 2:%:}' und qux )

(i) Sei meN(#) und E ¢Z(IR); dann heiRen (m,%E) und <m,E>

"elementare quantenlogische Satze", |(m,E)[ und [<m,E

"elementare quantenlogische Aussagen™,

(11) () Die Menge L :={(m,E)[ mei@H),E€Z(R)} ist die Mer
.Se der Sprache /}//ag;.
(/ﬁ’) Die Aussagenfunktion f der Sprache Mo%: ist fes
gelegt durch (vgl.(2.5)(a)(i)!):
[((m,B)[ = {(xen@®)| Pi(m)=1}
(iii) Sei L,i= {<m,E>| meH(H),E€ & R)}; die Menge L,uL
ist die Menge S der Sprache MXZ.

2




(2.13) Satz: In der Sprachepﬂﬂzj sind die elementaren quantenlogische

Aussagen |(m,E)| notwendige Aussagen.

(2.14) Bemerkung: GemidBR (2.3)(a)(i) sind fiir die Sprache Jk;. noch di
Werte [(m,E)/ bzw.[<m,E>/ der Aussagenfkt. ¢ riir elementare S
(m,E)=<£ )((m E)) bzw. <m,E>= <¢J)((m E>) festzulegen,wodurch n
(2.2)(1i) zugleich festgelegt ist,wann eine elementare quantenl
Aussage '/ (m,E)| bzw.|/m,E>| (und damit nach (2.3)(a)(ii) eine
beliebige Aussage [A[ der Sprache Jw4;> "wahr®" sein soll.

(2.15) Def.: Fiir die Aussagenfkt. & der Sprachevﬁgfé sei.. zunichst fi
die elementaren Sitze (m.E) definiert:
£ ((m,E)) = [(m,B) = [u,iek L] PrE)=1]f
Nach (2.2)(i) ist also (unabh. von.a)
(m,E) wahr in <x,A> <& Pm(E)=1

(2.16) Postulat (Kopenhagen):
<m,E>ist wahr in 6> K <> AU, und Pf(E):l

H

{(5,/4>6KL [«m,E> wahr in P f>F
[ <pr><Kp i pRA und PA(E)=1/

(2.17) Folgerung: (<m,E>(

(2.18) satz: [(m,E)} = [CT<m,E>]




Die obige Zusammenfassung iiber "quantenlogische Aussagen™ folgt
der Darstellung in [2]. In einer spiteren Arbeit[3] wurde zu-

nichst auf die Benutzung von Modellen <& ,A> verzichtet und die

"Kopenhagener Postulat" wie folgt eingefiihrt:

-

Wir betrachten den Zustandsoperator eines Gemischs,also ©= E?ciP¢
Alle ¢H,die in einer solchen (nicht eindeutigen) Darstellung von

von @ vorkommen,heifen "moglich, relativ zu g"[z,p.286]; ihre

Gesamtheit ist die Menge Ue (vgl.2.11.4iii1), Die Aussage <m,E>,
daB also die Observable m "actually"™ einen Wert in der Borel-
Menge % hat,ist wahr genau dann,wenn es einen Zustand /3 in qf
gibt mit Pg::l, D.h.: Wenn sich das System im Zustand £ befin-
det (etwa nach einer Messung),so liefert eine weitere lMessung mit

Sicherheit einen Wert in E; dies ist gerade der Inhalt von (2.16).

(An dieser Stelle sei auf einen sprachlichen MiBgriff in [3] auf-
merksam gemacht: Dort wird ein ). aus U¢ als "possible relative

to 5>" bezeichnet,was ich oben mir "mdgiich] relativ zu @ " iber-
setzt habe; mit einem solchen A wird dann ein Paar < «,A> ge-
bildet[?,p.295],was als "Modell einer mdglichen Situation™ bezeich-
net wird. In[é] werden zwar dhnliche Modelle betrachtet () ist
auch wieder ein reiner Zustand ¢ qf ;vgl{é,p.103 (19)]), jedoch

ist - man vgl.2.11 - die (Erreichbarkeits-)Relation "moglich re-
lativ zu" wie in der Modallogik iiblich zwischen zwei Modellen bzw.
zwischen zwel "physikalischen Situationen™ - in der Modallogik

"mogliche Welten genannt - erklirt.)

Die Einfiihrung eines Parameters A neben dem Zustand « zur Be-

schreibung der "physikalischen Situation' wird bei van Fraassen

mit folgenden Worten begriindet:

[2,p.101]:"...an actual situation cannot be modelled by a state

. alone,since presumably what is true depends exactly on
the actual situation.so I shall introduce an extra factor,
a parameter A ..."

[3,p.295j:"00nsider first a single system X in state jﬂ.To say it
is in this state is to describe the situation only
partly; it tells us which of the statements (um,E) is

true.To know in addition which statements <m,%)> are true,

we want a second factor, ) : this will be a bu® state in
2 b &

U --e"
f




Der Parameter A erginzt also die Information des Gemischs j?

"bis auf einen reinen Zustand"; dieser dient allerdings nicht zur

Peschreibung der Dynamik des Systems, flir die allein ¢ zustindig
A4

ist.j’ wird also durch }k nicht ersetzt.

Im Rahmen der Ignorance-Interpretation des Gemischs wilirde man
-l

sagen,da® A zur Behebung des in.f enthaltenen subjektiven Un-

wissens dient. T'a van Fraassen aber die Ignorance-Interpretation
ablehnt (vgl.Xap.1),wird eine solche Formulierung dem Autor nicht
gerecht; filr ihn ist der Zustandsoperator,der ein Gemisch be-
schreibt,ebenso eine "Basiggrofle" wie der einen reinen Zustand be-

schreibende Vektor im Hilbertraum [18,p.7].

Spdter hat van Fraassen drei verschiedene Interpretationen des
quantenmechanischen Zustands bzgl.der in ihm enthaltenen Infor-

mation wie folgt gegeneinander abgegrenzt £ﬁ8,p.4/5jz

(A) "von-leumann-Interpretation":

Der Zustandsoperator beinhaltet die vollstindige ("complete')
Information iber das System.

(B) "Kopenhagener Interpretation:

a) Falls der Zustandsoperator einen reinen Zustand beschreibt,
so liefert er eine volistindige Information iber das System.
b) Falls der Zustandsoperator ein Gemisch beschreibt,so ist die

Information liber das System unvollstindig.

N
Q
~

"Anti-Kopenhagener Interpretation':

Kein Zustandsoperator liefert eine vollstindige Information

Uber das System.
In der Terminologie von Mittelstaedt[éo,p.13] bedeutet hierbei "voll-

st¥ndige Information" ein maximales Wissen,nicht aber ein perfek-

tes.

Die "modale* Interpretation der Quantenmechanik"™ von van Fraassen
dient dazu,die in der vom Autor favorisierten Kopenhagener Inter-
pretation im Fall des Gemischs vorliegende Unvollstdndigkeit der
Information abzubauen bei gleichzeitiger Ablehnung der Ignorance-
Interpretation. Van Fraassen betont[2,p.1©5],da3 die Benutzung von
Modellen <?,}L> kelne Verborgene-Parameter-~Theorie im Sinne von
v.lleumann,Kochen-Svecker,Jauch-Piron oder Bohm-Bub ist,wenngleich

gsewlsse Bezilehungen zu diesen bestehen.




Die Benutzung der "Kopenhagener Interpretation” und des "Kopen-

hagener Postulats™ wird von van Fraassen "Kopenhagener Variante!

(oder auch "Copenhagen Modal Variant™ = CMI) genannt.
Das Kopenhagener Postulat (2.16) lautet im Fall des reinen Zu-
stands (U, = [<]!):
<m,B7 dist wahr in (~,A ) e A =« und PS(E) =1
kx P (E) =1
¥N (m,E) ist wahr in (o<, A)
d.h.: Neben den wahren quantenlogischen Aussagen (m,E) gibt es
keine weiteren (anderen) wahren Aussagen m',E'> .
Dies besagt gerade die Vollstandigkeit der Information durch o,
wie es in der Kopenhagener Interpretation verlangt wird.
Im Fall,daR o« ein Gemisch darstellt,ist nur mehr
(m,E) wahr in (&<, A) = m,E> wahr in (x,A)
zutreffend,d.h.:
Neben den wahren quantenlogischen Aussagen (m,E) gibt es
evtl., weitere wahre Aussagen (m',E'> ,ohne daf (m',%!

wahr ist.

In Ubereinstimmung mit der Kopenhagener Interpretation konnen also

im Fall des Gemischs Aussagen iiber das System wahr sein aufgrund
eines Parameters A ,der zum Zustand o< lediglich in einer gewis-

sen Relation steht.




%, Modalitidten und "value states"

In jingster Zeit ([18],{]9]) bevorzugt van Fraassen einen weniger
formal-svprachlichen und mehr algebraischen Zugang zur Interpre-
tation der Quantenmechanik.

Statt der Modelle" (x,A” (vgl.2.11) werden nun "ohysikalische
Situationen" (u =(«x,A) betrachtet,wobei « ein Zustandsoperator

und A eine Funktion ist,die jeder Observablen eine Borel-Menge
Z @ zuordnet.Der "dynamical state" & dient - wiec in der Quan-

tenmechanik iblich - zur Beschreibung der Dynamik des Systems:
3 v H

insbesondere konnen im Rahmen der Quantenmechanik auf der Grund-
lage des Zustands o statistische Vorhersagen iiber zukiinftige
MeBresultate gemacht werden. A dagegen soll eine Beschreibung
von MeRergebnissen gestatten (vgl.oben unter 1.b),was durch «
i.a. nicht exakt,sondern nur in Form einer Wahrscheinlichkeits-
aussage mdglich ist. Umgekehrt enthilt A - auch "verborgener

Parameter® bzw. "value state" genannt - aber nicht die TInfor-

mation aus & ,auf Grund derer Vorhersagen gemacht werden kon-
nen. SchlieBlich miissen « und A insofern vertriglich sein,
als die durch A gelieferte Information der von & nicht wider-

sprechen darf.

Flir zwei physikalische Situationen ¢v=(o,A) und cu'=9§vq)

definjiert man:

w Rt s Y (' ist moglich relativ zu @
LN (wea ~ w'eq) YVoer
Man kann zeigen [33,p.19/2q]:
WRw' Ky «RA  (vel.2.11.ii)
£ K ist ein Gemisch zus /3 und einem gewissen

weiteren Zustand y- (o(:cv@+(1—c)d”)

Wie in Kan.1 dargestellt,werden zweil Arten von Aussacgen iiber ein
physikalisches System unterschieden:

Sei m eine Observable und ¥ eine Borel-Menge £ @;
{w{AOMSE}

"value-attribution-propositions" |, %) |
/ m ]
{w [Bl(m)=1/

t

it

"state-attribution-propositions" km,E)[

Ferner sei szz:{/<m,E>[} und P := I(m,E)G. Man kann zeigen

da WV und IP mit gewissen Verkniinfungen zueinander isomorphe

Orthoposets sind,also eine algebraische Struktur besitzen,die




von G.Hardegree zu den "Quantenlogiken" gerechnet wird.
Wist also die Menge der Aussagen iliber aktuelle MeRBergebnisse,
P die der 'quantenlogischen' Aussagen,die nach (2.13) notwendig

sind.

Retrachten wir nun die Notwendigkeit einer Aussage etwas genauer.
Mit (2.5) und (2.6) gilt in IP:
[(m,E)] ist notwendig v ]C](m,E)[ = [(m,B)!
o~ (W= | @RE AP Me | (n, EDYapfe [(n,B)
y i mit PR(E)=1 VK 1o RS~ (B pa)e (s B

Daher definiere ich {(was bei van Fraassen nicht gemacht wird!):

f(m,}l)[ ist notwendig relativ zum Zustand &« ,bzgl. dessen (m,E)

wahr ist (also Pg(E)=1)

W Vlé‘eK (xRB Byre) € | (m,B)|

d.h.: Falls ein Zustand /@ in Relation zu o« stehnt,

so ist PI/:(E>=1;
bzw., mit (2.11):
Falls &« ein Gemisch aus ,(f und einem gewlssen wei-
teren Zustand }* ist (o(:cf«‘(l—c)&“ nit ce(0,1]),
so ist Prf(E):L

Entsprechend hat man (mit & =(x,q) und A)':(/?,/.,{)):
{(m,’r’ﬂ>{ist notwendig relativ zur physikalischen Situation W,
bzgl. deren {m,8> wahr ist (also A (m)&E)
N V' (wRew! p(n)s E)
ya e (x RE /bl(rn)gE)
#x Falls & ein Gemisch aus ﬁ und einem gewissen weiteren

7ustahd Y~ ist (« =c ?f+(1-c)f mit c£(0,1]),s0 ist

/.4(1:(1).&?:12‘.

Falls « einen reinen Zustand beschreibt,so gibt es nur ein & mit

x RF bzw. w R, ndmlich /3:04 .

(i) Fir (m,E) ist die Forderung fiir die Notwendigkeit in diesem Fall
trivialerweise erfiillt,d.h.: [(m,E) ist notwendig relativ zu
jedem reinen Zustand « (bzw. zu jeder »hysikalischen Situation
w=(x, A) mit o(:fxa),bzgl.dessen (m,E) wahr ist.

Anders ausgedriickt: In Bezug auf einen reinen Zustand gibt es

fiir quantenlogische Aussagen (m,E) zwischen Wahrheit und Not-

wendigkeit keinen Unterschied; dies ist ein Spezialfall von Satz

(2.18).




(ii) Plir Aussagen der Form (m,E> ist folgendes zu beachten:
Da o ein reiner Zustand ist,also U, = [x] gilt,ist A = .
Wegen [ =« 1ist auch f ein reiner Zustand,und der zuge-
horige "value state" f{ ist ebenfalls gleich /?; also

o= o= = A
Damit ist aber die obige Forderung fiir die Notwendigkeit
von (m,E>» relativ zu (x,)\) erfiillt,da ja nach Voraus-
setzung A (m) € E und somit auch M(m) € E gilt.

Wir kommen daher zu dem Ergebnls

Jede wahre Aussage uber ein quantenmechanlsches System in

einem reinen Zustand ist (bei van Fraassen) zugleich auch

notwendlg.

K beschreibe nun ein Gemisch.
(i) Nach Satz (2.18) ist wiederum jedes (m,E) notwendig rela-
tiv zu einer physikalischen Situation (x,A).

(ii) Um die Notwendigkeit einer Aussage <m,E> relativ zu
(e¢yA) zu priifen,sind alle Situationen (/,M) mit =< RZ& zu
betrachten.Flir jedes solche (#,mx) ist dann festzustellen,
ob /4(m)£:E gilt.

Schematisch ist dies wie folgt darstellbar:

[<m,E>/ ist notwendig relativ zu & ,\)

1 1
s 1 T~ (ﬂ/};/'(g!) /"« (m)CE
1
\\\\\\ /////(ﬂ /& /A%(?)QZE
</1J‘i> frim<E

In jlingster Zeit benutzt van Fraassen neben der Notwendigkeit
(] eine Notwendigkeit [*] mit der Gleichheit statt der Relation
R [18,p.24] .Fiir reine Zustinde sind die aus (] und [/ gebilde-
ten relativen Notwendigkeiten - wie oben dargestellt - iden-
tisch.Fliir Gemische gilt in Analogie zum obigen Schema:




[¢m,E>| ist [J-notwendig relativ zu («,A)

/(o{' 9/{1) ﬂ,!(m)éE
e ("(. 7/42> /f/t 2(1’51) cE

X “‘~»\ ,‘_ . :
T ) i (m) €E

Vergleichen wir dies mit der inneren Semantik der Notwendig-
keit bei Mittelstaedt (Kap.I.2),die sich schematisch wie folgt
darstellen 18Bt:

Die Aussage A ist notwendig in WY, A"

= CHVALS WA &
WY &))S WY A& S Pm A

S (W3 2%)g W, A" s o,
\(Ww A(v))s (WW,A(VUS !_D_ A

* m

Hier liegt eine formale Khnlichkeit zur obigen [Z] -Notwendig-
keit bei van Fraassen vor,doch sind folgende wesentliche
unterschiede zu beachten:
(1) Bei van Fraassen bezeichnet « ein Gemisch; fiir reine Zu-
stande ist namlich die Modalitdt "notwendig" sinnlos.
Bei Mittelstaedt dagegen ist WY als Prdparation eines
reinen Zustandes zu verstehen,da andernfalls teilweise
" ein behebbares subjektives Unwissen vorliegt; Modalitéd-
ten aber sind erst bei objektivem Unwissen sinnvoll,
wenn das Wissen perfekt ist und nicht zu einem vollstidn-
| digen ergédnzt werden kann.
| (2) Die "value states" f&.bei van Fraassen sind reine Zu-
stande aus einer Zerlegung von &X. Die Information in
Gx,f&) geht daher nicht iiber die eines reinen Zustandes
hinaus - beinhaltet i.a. sogar weniger -,im Gegensatz zur
"m3glichen Welt" (W,A/“)S bei Mittelstaedt,wo der Para-
meter AM zur Determinierung der bzgl.des reinen Zustandes

W objektiv unentschiedenen Aussagen A dient.




1. Zur Bedeutung der Binbettung nichtklassischer in modale

Systeme

Betrachten wir zunfchst die bekannte Einbettung der intuitio-
nistischen Logik in das modale System S4 (GODEL 1933), durch

die die Gilltigkeit bzw. Unglltigkeit einer Aussage im Rahmen
der nichtklassischen intuitionistischen Logik auf eine solche

im Rahmen des "klassischen" Modalkalkiils S4 zuriickgefiihrt
werden kann. S4 ist insofern "klassisch",als sein Axiomensystem
aus dem der klassischen Aussagenlogik (Anh.(2.3,a)) und zwei
modalen Aussagen besteht.Die Einbettung kann durch verschie-
dene Interpretationsfunktionen erfolgen,etwa durch die

"Gddelsche Interpretation"lu [13,p.265]:

ag) Formeln in 7,V; A, — OZ”D

(wg
22 L > & .
j[;p P=p Variable
_Jaam(Q) P="14g
P s 1 (P) ={ L0 W) P= g4 R
[ (Q) vV M(R) = QVR
Bt Sutry  pe g—r




Man beweist (13,p.265],da5 jede "modale Ubersetzung® /L(P) einer
Aussage P in L genau dann in S4 wahr ist,wenn sie intuitioni-
stisch wahr ist,d.h. )

E(®) ey P
Ohne die mathematische Relevanz dieses Ergebnisses in Frage
stellen zu wollen,kann man doch davor warnen,das Resultat allzu
grofzigig zu interpretieren.Weder wird der "Sinm intuitionisti-
scher Aussagenverkniipfungen in S4 verstidndlich gemacht” (C13,p.
264]; die Ungililtigkeit des Tertium-non-daturs -1pvp in der in-
tuitionistischen Logik wird nicht durch die korrespondierende
Ungliltigkeit von C]O-zpv Op in S4 "verstdndlich® !),noch kann
man die nicht-klassische Figenschaft der intuitionistischen
Logik als unwesentlich bezeichnen.Selbst wenn auch umgekehrt
zur obigen Einbettung S4 intuitionistisch interpretierbar wire
(was de facto nicht der Fall ist !),so konnte man die intuitioni-
stische Logik eben nur durch eine modale Logik ersetzen,womit
man eine von der klassischen Logik immer noch grundverschiedene

Struktur erreicht hitte.

1977 versffentlichte Frau Dalla Chiara eine Arbeit "Quantum Logic
and Physical Modalities"[?],in der sie aufbauend auf friiheren
Arbeiten (z.B.[S},(é],(@}) eine Sprache der Quantenmechanik,
d.h. eine Sprache iber ein quantenmechanisches physikalisches
System,in eine Sprache ilibersetzte,deren Syntax einen Funktor L
flir "™notwendig" enthdlt,also in eine modale Sprache. Ziel dieser
Arbeit war es,das Nicht-klassisch-sein der Quantenlogik als un-
wesentlich darzustellen [7,p.403]:
fA) "From a logical point of view quantum logic is not really
essential to the logical development of quantum mechanics,
since the role played by this logic can be equivalently sub-
stituted by a form of classical modal logic.™

Was aber hat Frau Dalla Chiara wirklich gezeigt ?

Ausgangspunkt ihrer Uberlegungen ist eine formale prHidikaten-
logische Sprache,deren Semantik durch einen vollstindigen ortho-
komplementiren Verband induziert wird.Die Menge der im Sinne
dieser Semantik giiltigen Sitze 1HBt sich durch ein logisches

System erfassen,das als "Kaikil MQL der minimalen Quantenlogik®

bezeichnet wird.rigt man diesem das "Orthomodularititsaxiom" Orth




hinzu,so erh#lt man den Xalkiil QL der Quantenlogik.Die so gewon-
nene Sprache mit dem zugehdrigen Logikkalkiil QL wird mittels

einer Funk tlon.‘g in evne modale Sprache elnvebettet

~
o

i
— — S \

Z: Formeln in =, 4 — v wa modale Formeln

Das zugehorige logische System,der Kalkil BBff(Orth),hat die fol-
gende Form:

klassische PrHddikatenlogik 1.Stufe, ferner

Formationsregel:

Ist « eine Formel,so ist auch L« eine Formel.

Axiome:
AS: L > ]
A6: Lix L) (Lx>LA)
T33: x> IM o<
¢ (Orth): <& # 2> M(x & L~(oc&ﬂ ))

Transformationsregel:

Ist « ein Satz,so ist auch L« ein Satz

Die Axiome A5 und A6 sind die des Feysschen Modalsystems T,das
durch das Axiom T33 zum sogen. "Brouwerschen System" B erweitert
wird (vgl. [Q,A 30/53]) Bei Benutzung der klassischen Pridikaten-

logik 1.Sufe als nicht-modale Basis ist bekanntlich [8,p.145J im

Brouwerschen System die sogen. "Barcan-Formel!
BF Lx = L x
/\x Ax

ableitbar.

H




Wihrend weder B in dem bekannten Modalsystem S4 enthalten ist noch
umgekehrt,ist 2 in S5 enthalten,das seinerseits Hguivalent ist zu

dem um T33 erweiterten System S4 ¢

Die von Dalla Chiara benutzte Kripke-Semantik unterscheidet sich

von den bekannten Semantiken dieser Art fir T,S54,S5 dadurch,dab

(1) eine reflexive und symmetrische "Erreichbarkeits-Relation" R
(bei T reflexiv,bei S4 reflexiv und transitiv,beil S5 eine
Kquivalenzrelation) und

(2) statt einer Booleschen Algebra nur ein vollstidndiger orthokom-
plementdrer quasimodularer Verband

benutzt wird.In der Sprache der Quantenmechanik wird der Verband

V(A ) der Unterrdiume eines Hilbertraums J?;Egtraq@ﬁetruqé R ist

dié Nicﬁt~0rthogonalitHtsrelation aﬁf V(A ),die reflexiv und sym-

metrisch,aber nicht transitiv ist.(Zur Interpretation dieser Rela-

tion R vgl.[é},p.ZB]J

Goldblatt [23] gibt Konsistenz- und Vollstdndigkeitsbeweise fir

den Kalkiil B im aussagenlogischen Fall an.Pridikatenlogische Be-
weise dieser Art sind bekanntlich bei Giiltigkeit der Barcan-Formel
etwas einfacher als ohne diese Formel (vgl.[B,pp.149]),weshalb

Dalla Chiara wohl auch deren Giiltigkeit in B betont und die Nota-

tion BB benutzt.

Durch das Zrgebnis von Dalla Chiara wird die Rolle der Quanten-
logik ebensowenig unwichtig (als nichtklassische Logik) wie die
der intuitionistischen Logik nach deren Finbettung in S4.Die obige

Aussage (A) wird von

Dalla Chiara einige Zeilen spiter selbst bezweifelt durch die
Bemerkung: "...can we really assert that we have completely
reduced gquantum logic td classical logic ? ... BB and BB+§(Orth)
are not simply classical logic.Indeed they represent two very
particular extensions of classical logic"™. Genau dies habe ich
weiter oben bereits betont: Fin "klassischer'" Modalkalkiil ist

etwas grundsitzlich anderes als die klassische Aussagen- bzw.

Pridikatenlogik.




SchlieRlich ist noch zu fragen,ob es vielleicht eine Ubersetzung
SV* und einen von B verschiedenen,d.h.nicht-Zguivalenten Kalkil

B*(gibt,der in Bezug auf die Menge 5>*£%j das gleiche leistet

wie B,also -
P & 7Y e

In diesem Fall wHre der zur Quantenlogik "pas:ende" Modalkalkiil
nicht eindeutig.

Im folgenden mdchte ich das Vorgehen von Dalla Chiara im einzel-

nen darstellen:




2. Quantenlogik und ihre modale Interpretation

(2.1) Def.: Fiigt man einem logischen System der minimalen Quanten-
logik MQL (vgl.4nh.(2.3)(b)) das ("Orthomodularitits"-)
Axiom QXjé)~*Qﬁ >V (7xAf)) hinzu,so erhilt man ein
"logisches System der Quantenlogik® QL.

(2.2) Bemerkung: Sel & ein Satz eines syntakt.System LPC (vgl. #nh.
(1.2)(c)).Man kann zeigen {7,p.399]:« ist in QL ableitbar
&> o ist algebraisch-quanten-giltig (vgl. 4nh.(1.13)).

B) Eine modale Sprache und ihre Beziehung zu einer nichtmodalen

Sprache

(2.3) Beispiel zu Anh.(1.1): Ein "syntakt.System der modalen Priddi-
katenlogik" ist ein Paar MP:=<ZP,V,L£>,G5>,wobei
P und V Mengen wie in An - .(1.2)(b) sind,
L= {~,8,2,4,L,=3,),(} ist und
Gm aus den folgenden Definitionen besteht:
(i) ~,&,>L,= heiBen "Funktoren"
(11) /A heiBt "Allquantor®
(iii) ), ( heiBen "Klammern"
(iv) "SHtze" sind die Elemente der Menge S, fiir die gilt:
S ist die kleinste der Mengen T mit
(=) P%;P; X1,...,Xm6\l §>7me1...xmeT ("atomarer Satz")
(¢) AeT = ~A,LA€T
(y) A,BsT 2 AB,A>B,A=B eT
(6) AeT,xeV =2 (x)A:= (Ax)A eT

(2.4) Def.: Sei MP ein syntakt.System der modalen Prddikatenlogik.
(i) Ein 5-Tupel K1:=<I,U,R,7>, > heibBt "BB-Kripke-Model
zu MP" <=
I,U,R,¢ sind wie in Anh.(1.15) definiert und

== 1ist eine Relation < Ix{Sétze von MP} mit

:u::-Pn_ci_1 cord, & dp,...,d 26 951(1’”)
Ry & nicht 1ikf

N A N T

ik goy & (AEf = 1))

i b {/\x),é’ £ 1#2)(3(_@) fiir alle d€&D

ik L & j=f Vel mit iRJ
1A=y & (g = iy Fionit irj)




(ii) Sei o< ein Satz von MP.

(a) 1=« Fiel = =

(b) X heibBt "BB—gﬁltig" :Lg> #f:aifﬁr alle BB-Kripke—
Modelle K;. 1

(2.5) Beispiel zu Anrh.(1.4): Eine "Sprache der modalen Pridikaten-
logik mit BB—Kripke—Modell—Semantik" (kurz: "BB-SErache")
ist ein Paar<(MP,VLk>,wobei
MP ein syntakt.System der modalen Prddokatenlogik (vgl.(2.3)
und VL= {5 | K, ist B'-Kripke-Modell zu MP/ ist.

Dann gilt wegen (2.4)(ii)(b) und Anh.(1.6)(iii) fir einen
Satz x aus MP: « ist giltig indIP,VL > > «<ist BP-giiltig.

(2.6) Bemerkung: Nach Dalla Chiara[?,p.399] ist es moglich,ein logisc
System BB anzugeben,dessen syntakt. System MP ein solches de
modalen Pradikatenlogik ist,so daB gilt:

BB ist s-konsistent und s-vollstdndig bzgl.einer BB-Sprache;

d.h. fiir einen Satz « von MP gilt:lgﬁ‘& & « ist BB-gﬁltig

(2.7) Def.: Sei L eine O-Sprache (vgl. Arh.(1.14)) und Ly eine BB—
Sprache."Die Ubersetzungsfunktion © von L nach L1" ist

wie folgt definiert

| [ { 8dtze von L}“"“*ﬁ>{8étze von L1} mit

e (p)= L(~L~p) =: LMp falls p atomarer Satz von L ist,
¢()= Log(x), ple>h) =¢ (=)= e(f)

| Eea= ¢ (D& e (A), ¢ ((Vx)x) = (Ax)PE)

(2.8) Bemerkung: (a) Sei L eine O-Sprache und L, eine BB~Sprache; mar
kann zeigen{?,p.#OQ]:
Jedes Kripke-Ortho-Modell K won L kann mittels\f in ein BB-
Kripke-Modell K1
fiir jedes iel gilt: ibx& iF¢(«) flir jeden Satz « von
() Seiji(Orth)=V§ (@%ﬁ1?)~+g§*%G<V(7dqﬁ»» die Ubersetzung

des Orthomodularitits-Axioms (vgl.(2.1)).Dieses werde dem

von L1 iibersetzt werden und umgekehrt,so de

logischen System BB hinzugefiigt,wodurch man ein logisches
System "BB+F(Orth)" erhilt; dann gilt fiir einen Satz « des
syntakt.Systems LPC X von L [7,p.400]:

(1) ﬁﬁﬁ;“ (deh.x ist in MQL ableitbar) & f}g;‘f(«)

(11) oo & g ()
QL BB+5> (Orth) 5
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3. Hilbertraum-Darstellung der Modalititen

Die Quantenmechanik kann (teilweise) mit einer wie
folgt aufgebauten Sprache L ("sublanguage") beschrieben
werden:

Das syntakt.System LPC*,von I, ist eines der klass.Priddikaten=-

logik (vgl. A»~ .(1.2)(c)) mit

P:={P }={qie§qi sind "ideal"™ mdgliche Werte(!) der Observablen
Qi; i=1,...,n}'

(Es gibt also hier nur einstellige Prddikate! Zum "idealen"

i

Wert einer Observablen vgl.[é,p.&]) und
V:={_b_§§ Name einer Borel-Menge b€ &( R)}.
Die atomaren Sdtze haben also die Form Pig bzw. qieg,d.h.:

"Der Wert a der Observablen Qi liegt in der Borel-Menge b."

Sei nun S ein physikalisches System und H der zugehorige Hil-
bert-Raum.Der Verband V(H) der Teilriume von H fihrt '"in
natiirlicher Weise'" zu einem algebraischen Ortho-Modell
A=q(H),v,D> mit D= &(R), v(b) = b und

v(P,):D—>V(H) mit v(P,)(b) = 5'y~§;H|PQt(b)=1j,wobei wie
iiblich (vgl.T.(2.9)) P :B(R)—>[0,1

Q3 , <
. p F - 2 . P
b Po;(P)=den  SP(¥ Yoy, )
/A EW von Q4

die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist,die angibt,mit welcher

Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Observablen Qi der
Wert dieser Observablen in der Borel-Menge b liegt.

Wie in A4unh.(1.14) dargestellt,liefertdlH zusammen mit dem

obigen syntakt.System eine O-Sprache.L.

Gem&aB 11h.(1.16) gehort zuéiH ein Kripke-Ortho-Modell K%H:z

(#(R),I,R,#,>> mit

I= {abgeschlossene Teilrdume £{Q} von Hf,

D= (R), R = "Nicht-orthogonal"-Relation

b="tiyer mit ¢yt PUV——>X (D)u D Funktion mit ¢y (b)=b

und  $,(P;)= {beD[X S v(P;b)= v(§)(B)]

und > & Ix{Sétze des obigen syntakt.Systemsj eine Relation

mit Xp>x & X &€ viK).

H
GemiB (2.8)(a) wird dieses KX in ein BB—Kripke-Modell K1“H::

{#(R),I,R,P,F> iibersetzt,wobei I,R und® wie oben definiert

sind.Dieses Modell liefert die Semantik fiir eine BB-Sprache L1°




Die Relation R ist auf der Menge V(A) der T“eilriume von A
definiert durch die Nichtorthogonalitst,d.h.:
Seien X,Ye V(H),
XRY pv X Ky
™ XEYE {ffLe Vegev}
e A feX Hgev: f¥g

Im folgenden wolleniwiir die Sremantik von Negation und Moda-
litdten im Hilbertraum darstellen; wir fragen also danach,

wann die SHtze "nicht/ﬂ“,"notwendig Iﬁ" und "mdglich /5” wahr sind
in einer "Welt"™ X€V(H),wobei wir uns auf eindimensionale Welten
X= [@J beschrinken,die den reinen Zustinden eines Systems ent-

sprechen.

(2.9) Negation

a) Sei F’ eine Aussage lber ein physikalisches System. "nicht g0
sei ein Satz der O-Sprache (vgl.Anh.(1.14),also der nichtmodalen
Sprache,in der die Quantenlogik formuliert ist.Die Semantik
wird geliefert durch das Kripke-Ortho-Modell K w]f. Dann gilt:
Der Satz “'18 ist wahr in der Welt X

Py X B g

yn YYRX: nicht Y@

e~ YT 4X: nicnt Y v(B)

pv YIEVW) (Y X ~nicht Ysv(g) )

e VYevgy) (vev(g) ~ vix)

b) Der Satz vﬂ der O-Sprache werde nun mittels € in die
D
modale B”-Sprache iibersetzt; natirlich fiihrt die Semantik des
BB—Kripke—Modells in K{)ZZ zum gleichen Ergebnis wie in a):
Der Satz 72 ist wahr in der Welt X

X

X eGf) (2.8a)

ey X E=L ~f>(ﬁ) Def.von ¢ in (2.7)
v Y IRX: Y[ ~p(4) (2.4)

s~ Y YRX: nicht Y{:j (£) (2.L)

o~ ¥ Y KX: nicht Y4 (2.8a)

ru ¥V YEVWH) (Y XX N nicht Ye v(g))
pr~ YYEVE) (Yev(@) ~ YIX)

. . ; LB .
c) "nlchtﬁ " 5011l nun in der modalen R -Sprache formuliert

werden; hierzu ist es erforderlich, /6’ mittels $ zu ibper-




|

setzen.Dann liefert die Kripke-Semantik:
Der Satz ~g(f) ist wahr in der Welt X
v v X Eee@)

nicht X = o (4)

o~ nicht 1p>pf

y~ nicht XSv(ﬂ)

d) Das Ergebnis in a) bzw. b) kann auch Hquivalent wiederge-

geben werden durch:

Der Satz -~/ ist wahr in der Welt X
L Ype& (pev) ~ plx) ]

Beweis: DaB aus a) die Aussage (# ) folgt,ist klar.
Umgekehrt gelte (# ) und ferner sei Y e VZ ) mit st(ﬁ);
dann ist & e v({J) f ey
bzw. EFlx Ves ¥ gemdB (# )
also YL X

(#)

e) Die Aussage (# ) ist gerade die Hilbertraum-3Semantik fiir die
notwendige(!) Negation bei Mittelstaedt.Dort gilt nimlich:

Der Satz 7 A ist notwendig im Zustand ¢ (bzw.in der

welt Xx=[d]) wx Ag 1A

& ¢> € MﬁA

e (yeXlyly Voe My}

v VeI (pelMy ~ ¢l ¢ )

Demnach besteht folgender Zusammenhang:

Dalla Chiara: Mittelstaedt: |

@exmof e Apop

Die Notwendigkeit der Negation bei Dalla Chiara kommt gerade
in der Ubersetzung £ (7f) = L ~ £ (f) zum Ausdruck,d.h.:

Wird eine modale BB—Sprache benutzt,so ist die Negation der
O-Sprache durch eine notwendige Negation auszudriicken.Wirde
man in der modalen BB—Sprache die dort Mibliche" Negation -~
benutzen,so wire dies - wie in c) gezeigt - nicht die Nega-
tion eines Satzes Uber das fragliche physikalische Systen,
da die Semantiken von “~~ und 7 verschieden sind.

(2.10) Notwendigkeit

a) Sei ﬁg eine Aussage liber ein physikalisches System.

Der Satz n ﬂ ist notwendig" ist in der nicht-modalen O-

Sprache nicht formulierbar; daher muslﬂ zundchst mittels~f




in die modale BB-Sprache ibersetzt werden,in der der Funktor L
fir '"notwendig" auf e (B ) angewendet werden kann.Dann gilt:

Der Satz Ljo (Ié’) ist wahr in der Welt X

X Le (B)

y»x Y YRX: Y E=p ()

by Y YLK Yef

v Y Y KX Yev(@)

w Y YeVW(H) (YL ~ Ysv@)

i~ Yee X (pX ~ pe V()

b) Dagegen ist die Notwendigkeit bei Mittelstaedt wiederzugeben

durch:
(Der Satz) /3 ist notwendig im Zustand <'b
Ky A¢ﬁ
KN P¢, < Pﬁ

N pe M/,g
Man erkennt also,daB die Notwendigkeit bei Dalla Chiara stirker
ist als die bei Mittelstaedt:

Dalla Chiara: Mittelstandt:
[$]=X =L ¢ (8) N Ly f

Die Umkehrung dieser Beziehung ist falsch,da i.a. fir ein tfé

v(B) (bzw. yﬁeMA) ein Yyef existiert mit 7}(}5 und yufv(/é’).

(2.11) Moglichkeit

a) Sei /3 eine Aussage iliber ein physikalisches System.Zur Formu-

lierung des 3atzes ",& ist moglich" mufB ﬂ wiederum in die modale
BB—Sprache iibersetzt werdenj;dann liefert die dortige Semantik:
Der Satz Me (§) ist wahr in der Welt X
N XM (8)

vy XE ~L~e () nach Def.von M
Y nicht XfF=1L ’“‘f(ﬂ)
y~ nicht V YeV#) (Yev(f) ~ YLX) (vgl.(2.5Db))

w  dAY e V(X) (st(,ﬁ) und  Y_kX)

b) Im Rahmen der Mittelstaedtschen Modallogik haben wir:
(Der satz) /£ ist méglich im Zustand

¥N nicht A?t; s nach Def.von YV

4 nicht B < P,g

¥~ nicht ¢'7e Mﬁlg




pvnicht Vel (peMg N @l ) (vel.(2.9e))
v T 5’79“7{ (¢ e Mg und frz‘?b )
Man erkennt unmittelbar die Ubereinstimmung der Modalit#t

"moglich" bei Dalla Chiara und Mittelstaedt:

Dalla Chiara: ¥ittelstaedt:

| [p1=x= Mg () N Ve £

Da ™mdglich™ via "notwendig" erklirt ist (M= ~L~ bzw. V=
nicht 47 ) erhebt sich sofort die Frage,wie es sein kann,daB
die Notwendigkeit bei Dalla Chiara und Mittelstaedt (semantisch)
verschieden,die Moglichkeit aber gleich ist. Dies ist aber auf-
grund der Betrachtung iiber die Negation in (2.9) wie folgt zu

erkliren:

Die Notwendigkeiten sind insofern verszchieden,als bei Dalla
Chiara - im Gegensatz zu Mittelstaedt - '"mdgliche Welten" be-
trachtet werden,d.h. Unterriume von!ﬁf,die zum vorliegenden
Zustand in der (Nichtorthogonalitdts-) Relation R stehen.
Bei Mittelstaedt werden genau diese Welten durch die Negation
beriicksichtigt,wdhrend Dalla Chiara in der modalen Sprache nur
eine einfache Negation benutzt,die keinen Bezug nimmt auf andere
Welten.Btwas oberflschlich konnte man sagen:
Dalla Chiara benutzt (in der modalen Sprache !) eine
klassische Negation und eine nicht-klassische Notwendig-
keit;
Mittelstaedt dagegen benutzt eine nicht-klassische Nega-
tion und eine klassische Notwendigkeit.
Wie wir in (2.9e) gesehen haben,ist die Kombination von Nega-
tion und Notwendigkeit,d.h.die notwendige Negation,in beiden
Fdllen gleich.
Die Negation der notwendigen Negation,welche zur Moglichkeit
fiihrt,ist auch bei Mittelstaedt klassisch,da sie auf metasprach-

licher Ebene erfolgt; sie fiihrt daher zum gleichen Ergebnis wie

die Negation der notwendigen Negation bei Dalla Chiara.




SchlieBlich sei noch erwdhnt,da? der obige Vergleich zwischen
Dalla Chiara und Mittelstaedt nicht nur fiir {(eindimensionale)
ZustAdnde <¢ gilt,sondern auch fir jeden Unterraum XG\MJY).
In der Notation von Mittelstaedt entspricht einem solchen X
der interraum Mw,der das Wissen W iiber ein System reprdsentiert.
Man hat z.3B.

Aw-vA e My S

o My oMy

¥ \754'61“1‘@, Vféi\’! sl y'_l,?o
X Vfé MA (‘f‘.L.C/’ b’y < MW)
P VYGX (7(* e MA ~ 7;:_1_ MW)

also (mit analogen Uberlegungen wie oben):

Dalla Chiara Mittelstééét
X " f m A, -0
X;‘_;Mf(/()) Y Vx/g




Wie wir gesehen haben,hat die Aussage [JA ("notwendig AM) bei

Mittelstaedt (1),Dalla Chiara (D) bzw. van Fraassen (F) im Rahmen

einer Hilbertraum-Semantik die folgende Extension:

Sei S ein quantenmechanisches System
# der zugehdrige Hilbertraum
B=V(#) der Verband der Unterriume von A
A eine Aussage iber S
MA der zu A gehdrige Unterraum

K=N(#) die Menge der Zustandsoperatoren auf A

Ry = 1{/45Kf3(:e(0,1_73y51{ : <><=cl3+(1_c)r_}
Ux = (A€K[ A €Ry , A= AZ]
Dann ist
e - - e —

DA

[pe®| ], nf !
(e | Aprt
(e e, |

1]

= MA
- [Bla = z"fe]f pha}
‘ = ék ( N eM )}
- [Fa = {w=(x, P\)er:l&} V (BeRy A w'em))
=(f,m)€KxUy
; A = {w (e, 7«)6ka“] \7’ (f} X w'eA_)_}-z
‘ "‘(ﬁ,/‘()erxXU« ‘

Die Beziehung

[M]a

besagt,daB jede i.S5. von Dalla Chiara notwendige Aussage auch
notwendig i.S. von Mittelstaedt ist.

Ein Vergleich zwischen

EA und @A bzw. @A

konnte nur mit Hilfe der "dulReren Semantik" der Notwendigkeit
bei Mittelstaedt hergestellt werden. Da bei Dalla Chiara eine

“hnliche Interpretation nicht vorliegt und wegen der (im Ver-




gleich zu Mittelstaedt) verschiedenen Extension der Notwendigikeit

wohl auch nicht mdglich ist,kann bislang keine Reziehung zwischen

[14a und A bzw. t?—‘-iA

hergestellt werden.

Fir die Aussage {OA (™mdglich A") haben wir folgende Ixtension:
B n = (k| D]

{1ed | Vih]

{/Lf?é]{/ = ('Lf{{_r und #e MA)}

1}

[y]e B
D1 - D
A = =(x, Mexxy, | 3 (BeR, N w'eh)
@ fe ot K,a/v:(ﬂ,/q)ﬁxxUm Pt “ }
<F>A = {cu=(a<,?\)erUo<l = (x=p ™ w'sA)}
i Aot

Die Gleichheit
& r - B
driickt die fquivalenz der Moglichkeit bei Mittelstaedt und Dalla
Chiara aus.
mrwihnt sei noch die von van Fraassen in Trice/3izilien (™Workshop

on Quantum Logic",Dez;1979) angegebene Gleichheit

(m,%] (@] <J> [m, 7]

die wegen

[n,2] = [F] fm,2]
folgendermaBen interpretiert werden kann: Die Wirkung des Opera-
tors fE? auf "guantenlogische" Aussagen [ﬁ,E] ist gleich der des
Operators EE](:>; fiir beide Operatoren ist [@,Ej ein Fixvpunkt.

SchlieBlich mSchte ich noch einmal auf die Unterschiede von Jahr-

heit und notwendiger Wahrheit bei Mittelstaedt,Dalla Chiara und

van Fraassen hinweisen:
Betrachten wir dazu eine elementare Aussage a iiber ein guanten-

mechanisches System,z.3. "Die Observable m des Systems im Zustand

(ﬁ hat cinen Wert in der Porel-Menge E."




(1) Rei Mittelstaedt haben wir zwei Fille zu unterscheiden:

a) Die Wahrheit der Aussage a wird in einem materiellen Dialog
nachgewiesen,d.h. durch eine Messung der Observablen mit der

Spektralzerlegung m= E:rkp , bei der der anfidngliche Zustand

k
¢’i.a. iiberzeht in ein Liiders-Cemisch
i» — - D
Proy = = PuPrer Py

bzw. bel einfachen r, (mit Figenzustinden ?k) in

_ s
Im Hilbertraum-Formalismus hat man also:

a ist wahr (im Zustand @) # ?5'5; Ma

wobei Ha der zur Aussage a gehOrige Unterraum ist.

bH) Ist bei der Messung von m
Prey = Prgl
d.h. ist <ﬁ ein Figenzustand %k von my,also die wWahrscheinlich-
keit,bel einer Messung von m den Wert r,  zu erhalten,gleich
Kins
Probm (rk) = 1

so ist a notwendig,d.h. es gilt A¢,a; also

A¢a K ¢5Ma

(2) Dalla Chiara definiert nur den folgenden Wahrheitsbegriff (vgl.

[7,0.401]):
a ist wahr (im Zustand ¢) »<3 P e

Nach Definition der Ubersetzungsfunktion ¢ (vgl.III.(2.7)) geht
a bei Benutzung der modalen Sprache L1 iiber in

®(a) = LM a
wodurch zum Ausdruck kommt,da® die Wahrheit von a eine notwendige
Wahrheit ist. Wie wir in III.(2.9) gesehen haben,ist

= a wahr (im Zustand qﬁ) <\ (P e M
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und in der modalen Sprache ist a notwendig nicht wahr.
Wahrheit und Falschheit sind bei Dalla Chiara immer notwendig;
eine Wahrheit i.5. von Mittelstaedt wird bei ihr nicht beriick-

sichtigt.

(3) Rei van IFraassen schlieflich haben wir - wie in II.3 dargestellt -

zwei Arten von Aussagen zu unterscheiden:




(m,E) sind die "quantenlogischen™ Aussagen,bel denen Wahrheit und

notwendige Wahrheit #quivalent sind,ndmlich dann,wenn
Prob ¢(E) =1
m
gilt.

<m,E> ist fiir reine Zustinde ¢ notwendig wahr, falls es wahr ist,
und umgekehrt. Fir Gemische (t# Zustandsoperator mit ¢ £¢¢2) be-

steht die MOglichkeit,daB <ﬁ,@> wahr,aber nicht notwendig wahr

ist.




é22§2§= Sprachlich-logische Strukturen aus axiomatischer Sicht

1.Formale Sprachen

(1.1) Def.: Das Paar Syn:=<V,G} heiBt "syntaktisches System": <
V ist eine abz4ihlbare Menge (das "Vokabular",oder

"die Menge der Worte")

G ist eine Definition (die "Grammatik"),die festlegt,
wie aus dem Vokabular "Namen",S8itze" und "Funktoren"
zu bilden sind.

(1.2) Beispiele: (a) Ein "“syntakt.System von Aussagen" PCS ist ein Paar
. &, 1>,G>, wobei ¢/ eine abzihlbare Menge (die der "atégéren
Sﬁtze“),L:(&,v,),(j mit LoA=@ (die "logischen Zeichen") ist
und G aus den Definitionen besteht:
(i) &,7 heiBen "Funktoren"
(i1) ),( heiBen "Klammern"
(iii) "SHtze" sind die Elemente der Menge S, fiir die gilt:
S ist die kleinste {/ enthaltende Menge mit: Sind

A,B€ 3,dann sind auch A&B,~A€ S.

(b) Ein "syntaktisches System der klassischen Pridikaten-

logik" LPC ist ein Paar <<P,V,L>,G>,wobei

P={P",q",... ] eine abzihlbare Menge (die "Pridikate(n-vVariabe
len)" mit einer "Stellenzahl"),

V={X,y,2,... ] eine abzihlbare Menge (die "(Individual-)
Variablen") und

L={= ,v, ¥,),(} ist,

und G aus den folgenden Definitionen besteht:

(1) = ,v heiBem"Funktoren"

(ii) ¥ heiBRt ™Allquantor®

(iii) ),( heiBen "Klammern™

(iv) "sdtze" sind die Elemente der Menge S, fir die gilt:
S ist die kleinste der Mengen T, fiir die gilt:

() Pmep;x1,...,xmsv > me1...xmeT ("atomarer Satz"),
(f) AT = =-AeT, (y) A,BeT = AvBeT,

(§) AeT,xeV = (x)A := (Vx)AeT.




(1.3) Def.:

(1.4) Def.:

(1.6) Def.:

(1.7) Def.:

(c) Bekanntlich kann man in einem syntakt.System der klass.
Prddikatenlogik statt des Funktors v einen Funktor A ein-
filhren,der sich auch durch die Funktoren Vv und = ausdriicken
lieBe.Ferner kann man einen Funktor —» einfilhren,der eben-
falls durch die gegebenen Funktoren ausdriickbar ist; d.h.
man betrachtet ein Paar LPC* := <<P,V,L*>,c*>,wobei

P und V Mengen wie in (b) sind,

L*:{ﬁ,A,—>,),(} ist,und G* wie in (b) gegeben ist,aber mit
(y) A,BeT => AABeT und A->BeT. -

Sei Syn ein syntakt.System,S sei die Menge der Sitze
von Syn,TcS. Eine Funktion v:T->{1,0} heiBt "eine

Bewertung von Syn".

(1) Das Paar L:=<8yn,VI> heiBt "(formale) Sprache": <

Syn ist ein syntakt.System (die "Syntax der Sprache"),

VL‘:fv/v Bewertung von Syn] (die "zuldssigen Bewertungen
der Sprache",oder die "Semantik der Sprache™)

(ii) SL:={SIS ist Satz der Syntax von L} heiBt "Menge

der Sitze von LM,

(1.5) Beispiel: Eine "zweiwertige Aussagen-Sprache" ist ein Paar
<PCS,VL°> ,wobei
PCS ein syntakt.System von Aussagen (vgl.(1.2)) und
VLO die Menge der Bewertungen v von PCS mit

v(A)€{1,0}; v(A)=1e~v(A)=0 und
v(A&B)=1 ¥y v(A)=v(B)=1 fiir alle A,Be S ist

Sei L=<8Syn,VIL)eine Sprache,XCSL,veVL,AéSL.

(1) "X wird durch v erfillt":< "v erfiillt X" : <>
v(B)=1 YBeX - -
(ii) "v erfiillt A" :«e> v erfillt (A}

(iii) A : < "A ist ein giiltiger Satz von L" :.&>

v erfiillt A ¥ve VL
(iv) X t~A = "X hat A in L semantisch zur Folge" :&>

(v erfiillt X ~~ v erfiillt 4): Yve VL

Sei L Sprache,X<:SL.
X heift "Theorie in der Sprache L"(oder "(deduktives)

System in L") :e&&= (X -4 ~~ A€X) VAesL




(1.8) Def,: Sei X eine Theorie in der Sprache L,Y<?SL.
¥ heiBt "Menge der Axiome fiir X" ;> VA Vaex

(1.9) Def.: Sei L eine Sprache,YC'SL,XcrsL.

(1) X und Y heiBen "semantisch Hquivalent" >
(v erfiilllt X »> v erfiillt v) Vve vL

(ii) X heiBlt "endlich axiomatisierbar in 1" : =

Es existiert eine endliche Menge Zc:sL s0,dall Z

und X semantisch Hquivalent sind.

(1.10) Def.: Sei LPC ein syntakt.System der klass.Pridikatenlogik
(vgl.(1.2)(b)). Ein Paar M:=<D,g> heift "ein Modell der
klassischen Prddikatenlogik"(auch: "LPC-Modell") >
D ist eine nichtleere Menge,
gt PuV o= iéi 72(IF) ist eine Funktion (die "Wert-
Zuordnung","value-assignement®) mit
g(P") < (D™) rur PEP und
g(x)eD flir xeV.
glp heifit auch "Interpretations-Funktion von M"Y,

glv auch "Zuordnungs-Funktion fiir M";

(1.11) Bemerkung: Sei LPC ein syntakt.System der klass.Pridikatenlogik.,
(1) Sei M ein zu LPC gehdriges Modell.Dann wird durch M wie
folgt eine Bewertung Yy von LPC induziert: '

Vit { sitze von LPCJ] —> {0,1} mit
NP e ) = T @ B, e, 5(x 0> € g(PY)
vM(AvB)=1 <= vM(A)=1 oder VM(B)=1
vy(78)=1 < v, (4)=0
vy ((X)A)=1 = vy (A)=1  fiir alle V', flir die gilt:
! wird durch eine Wert-Zuordnung g' eines LPC-Modells

' mit g = induziert.
MY mit g EU(V—{X}) g’Pu(V-{X}) induziert
(ii) Ein Satz A von LPC heifRt "LPC-gliltig" : <> vM(A)=1 fur
alle LPC-Modelle M &>+ Fﬁ A fir alle LPC-Modelle M,

(1.12) Beispiel zu (1.4): Eine"Sprache der klassischen Prddikatenlogik
mit Modell-Semantik" ist ein Paar {ch,VLm>,wobei
LPC ein syntakt.System der klass.Priddikatenlogik (vgl.(1.2)(b))
und VLmz{vM]vM ist eine durch ein LPC~Modell M induzierte
Bewertung von LPQ} ist.




(Vgl.die "referential quantifier language" bei [ﬁ9,p.109]!)
Dann gilt wegen (1.6)(iii) und (1.11)(ii) fiir einen Satz A

aus LPC: A ist giiltig in (LPC,VL > <> A ist LPC-giiltig .

(1.13) Def.: (nach Dishkant und Dalla Chiara; vgl.[éB,pp.39a])
Sed LPC* ein syntakt.System der klass,Pridikatenlogik
(vgl.(1.2)(c)).
@) Ein Tripel d&:(ﬁ,mQ,Q> heift "aglgebraisches Ortho-Modell"
1 & B o=B,5,4,1,0> ist ein vollstidndiger orthokomple-

mentirer Verband,
D ist eine nichtleere Menge, und - i
Vi PuVv{Sitze von LPC”} ——=> Du( UBPWB ist eine Funktion
mit v, (P"): D"—>B ist eine Funktion  fiir PEP

v(d)= d&D fiir de¥

Vo (PPdy o)) = V(P (9(dy) 00 e s v(d))

vy(24£) = (v&,?(ﬁ))l' fiir einen Satz /£
Vuc/{ué'”) = V() v, () fiir Sdtze ¢ undp
R R I

Vo ((x)B) = GLhvi(f (x/d)) fiir einen Satz Af.

(i1)(~') Bin Satz < von LPC * heiBt "algebraisch-giltig" : . =
vaim):l fiir alle algebraischen Ortho=Modelle (7 &>
F5 « fiur alle algebraischen Ortho-Modelle (7.

) Ein Satz x von LPC™ heiBt "algebraisch-quanten-giiltig®

P

(©

t<=> [z « fir alle algebraischen Ortho-Modelle,bei

denen B zusitzlich quasimodular ist.

(1.14) Beispiel zu (1.4): Eine "Sprache der klassischen Pridikatenlogik
mit Ortho-Modell-Semantik" (kurz:"O-Sprache'") ist ein Paar
{LPCX, VLa>, wobei LPC* ein syntakt.System der klass.Pridikaten-
logik (vgl.(1.2)(c)) und VLaz{vagéF ist algebr.Ortho-Modell
zu LPC* | 1ist.
Dann gilt wegen (1.6)(iii) und (1.13)(ii) fiir einen Satz A
aus LPC*: A ist giiltig in <LPC *',VLa‘)® A ist algebr.-giiltig.
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(1.15) Def.: Sei LPC i'?ein syntakt.System der klass.Prddikatenlogik
(vgl.(1.2)(c)).
(i) Ein Tripel K:=<U,I,R,f,>> heiBt "Kripke-Ortho-Modell"

t<«<> U ist eine nichtleere Menge (das "Universum von KW),

I ist eine nichtleere Menge (die "(mdglichen) Welten® von K)
mit InU = @,

R ist eine reflexive und symmetrische Relation (die "Erreich-
barkeits—Relation"),

b = ¢i ; 7 ist eine Menge von Funktionen <¢i
cpi. PuV — Uwv, L 1?((1 ) mit
¢i(g) =deU fliir deV
¢, (P") € U fir PEP  und

=g 1st eine Relation < I){{Satze von LPC" } mit
iD’Pg1.0'gn "‘)(?\ (d ),oa.,%(d )>«-¢3-(P)

i -f & (nicht jo£) ¥ 3 mit iRj
1w pag < i und ipy
i f—y s (Jrf = by Vi mit iRj )
1> (x)f & ip £(d) [deU ;

ferner so0ll fiir einen atomaren Satz p von LPC'*gelten:
i p =N Y3 mit iR§ Fk mit jRk : k =p

(ii) Ein Satz «* von LPC™ heiBt "Kripke-gliltig" ;.=
(1> VieI) fiir alle Kripke-Ortho-Modelle K <& :
b < fur alle Kripke-Ortho-Modelle K.

(1.16) Bemerkung: Man kann zeigen[f7,p.3957:
(1) Zu jedem algebr.Ortho-Modell &7 existiert ein Kripke-
Ortho-Modell K “mit

B o = #E??m fiir jeden Satz =« von LPC &
4

(ii) Zu jedem Kripke-Ortho-Modell K existiert ein algebr.
Ortho-Modell ¢&X mit
PR

ot = == fiir jeden Satz « von LPC -
K wk




2. Logische Systeme

(2.1) Def.: (i) Ein Tripel LS:=<Syn,Th, ~> heiBt "logisches System"

: <> Syn ist ein syntakt.System,

< R(S)x S,wobei S die Menge der Sitze von Syn ist
(X =4 : > (X,A)F ),

Th=(AeS/FA}:={AcS|@ A/ (die Menge der "Theoreme").

(ii) "A ist aus X ableitbar" :<&> X A

(111) S;4:={S|S ist Satz des Syntakt.Systems von LS}

Ls*™
heiRt "Menge der Sdtze won LS"

(2.2) Def.: Sei L eine Sprache,LS ein log.System. LS heiBt

(1) “S-konsistent bzgl.L" :&> ( FA ~kA) VAes o
(ii) "S-vollstindig bzgl.L" : «> ( j=A N FA) YAeSL
(i1i) "A-konsistent bzgl.L" : &> (X A ~ Xi-4) KW, Xcs
(iv) "schwach A-vollstindig bzgl.L" 1<

(X=A ~~ X ~=A) VY /A},Xe Sp»X endlich
(v) "stark A-vollstidndig bzgl.L" : <=

(XA ~ X A) VY/A},X<S

LS

L

(2.3) Beispiele: (a) Ein "System der klass.Aussagenlogik" besteht aus

einem syntakt.System PCS (vgl.(1.2)) und dem "klass.Aussagen.
kalkiil®,der "Axiome™ und M"SchluBregeln" umfalt.Zundchst de-~
finiert man zur Abkiirzung A—»B := ~(~(=A)&B),dann seien fiir
(feste!) A,B,C ell die Sitze
Al. A= (A&B) A3. 1(A&B)~> —71(BRA)
A2. (A&B)—>A A4, (A->B)—> (7 (C&B)—~>—1(C&A))
"Axiome",die zur Menge Th der Theoreme gehodren sollen.Alle
weiteren Theoreme erhdlt man durch Anwendung der "SchluB-
regeln”" (Sub) Ist A ein Theorem,so auch Sg(A) Ypeur

(MP) Sind A und A->B Theoreme,so auch B;
dabei ist p ein atomarer Satz und
S?(B)::{B,falls B atomarer Satz £ p

A,falls B=p

—+5%(c), falls B==C

(sp(c)&sg(n)), falls b=(C&D).
SchlieRBlich ist » =@ X Th.
Es gilt bekanntlich’(vgl.[}9,pp.82]): Ein System der klass.
Aussagenlogik ist A-Konsistent und stark A-vollstandig bzgl.

einer zweiwertigen Aussagen-Sprache.



(b) Ein "logisches System der minimalen Quantenlogik™ MQL
(auch: "Kalkiil der minimalen Quantenlogik") besteht aus eine
syntakt.System LPC*(vgl.(1.2)(c)) und der bei |25,pp.396]
aufgefiihrten Menge von Axiomen und SchluBregeln.

Man kann zeigen*{éB,p.397E: MQL ist s-konsistent und s-voll=

stdndig bzgl.einer O-Sprache (vgl.(1.14)).

(2.4) Def,: Sei L=<Syn,VL> eine Sprache und LS=<8yn,Th, ~> ein log.

System.
VL heifft "eine Interpretation von LS" :.=> LS ist A-Kon-

sistent und stark A-vollstidndig bzgl.L.
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